
聚类分析

Ç 聚类分析（+Hmbi2` �M�HvbBb）是无监督学习（mMbmT2`pBb2/
H2�`MBM;）中的一类重要方法，与监督学习（bmT2`pBb2/
H2�`MBM;）不同，由于缺乏样本标签，聚类分析只使用样本
的特征信息进行分析。

Ç 聚类分析是一种探索性的分析方法，它基于某个特定标准将
一个数据集划分为若干个不相交的子集，每个子集称为一个
“簇”（+Hmbi2`）或者“类”。

Ç 聚类分析的本质思想是将相似的数据对象归为一类，差异较
大的数据对象划分到不同的类，从而将数据集划分为一系列
具有不同模式的类别，即“物以类聚，人以群分”。
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What is similarity?



What is a natural grouping among these objects?



What is a natural grouping among these objects?



聚类分析

例 Rk@R 现收集到 ky 种不同品牌啤酒的数据，它包括 ky 个品牌的观测值和 9
个特征变量（热量、含钠量、酒精量和成本），如表 Rk@R 所示。现在需要对这
ky 个品牌进行聚类，从而探究不同类别的品牌具有的特征。

表 Rk@R ky 种啤酒品牌的数据

品牌 热量 含钠量 酒精量 成本
"m/r2Bb2` R99 R8 9Xd yX9j

a+?HBix R8R RN 9XN yX9j
GQr2M#`�m R8d R8 yXN yX93

a+?HBix Rdy d 8Xk yXdj
a+?HBix R8k RR 8Xy yXdd

XXX XXX XXX XXX XXX



聚类分析

Ç 假设有 n 个观测样本，每个样本可以观测到 p 个变量，则
样本集合以矩阵 s 表示为

s = [xij ]n×p =

⎡

⎢⎢⎢⎣

x11 x12 · · · x1p
x21 x22 · · · x2p
XXX XXX X X X XXX

xn1 xn2 · · · xnp

⎤

⎥⎥⎥⎦

Ç 其中，矩阵的第 i 行表示第 i 个样本，i = 1, 2, . . . , n；矩阵
的第 j 列表示第 j 个变量，j = 1, 2, . . . , p；矩阵元素 xij 表
示第 i 个样本在第 j 个变量上的观测值。



聚类分析

Ç 本章将按照图 Rk@R 的示意图对不同类别聚类方法进行介绍

图 Rk@R 聚类分析中不同聚类方法的结构示意图



基于划分的聚类

基于划分（S�`iBQMBM;@#�b2/）的聚类方法

RX 将样本随机分割形成多个类别，作为初始的类别结构；这些
类别需要满足两个基本条件：

Ç 每个类必须包含至少一个样本
Ç 每个样本必须属于其中一个类

kX 基于每个样本到各类中心的距离，重新确定新的分组。
jX 重复步骤 R 和 k 直至收敛。
差异性（/BbbBKBH�`Biv）
在此类方法中，需要事先定义一个衡量样本之间差异性（距离）
的指标，如果两个样本之间差异性较小，则倾向于归为一类，反
之则倾向于归为不同的类。下面将根据变量类型的不同给出相应
的“差异性”（“距离”）定义。
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基于划分的聚类

连续型变量（+QMiBMmQmb p�`B�#H2b）
令 ti = (xi1, . . . , xip)⊤ 和 tj = (xj1, . . . , xjp)⊤ 分别表示样本 i
和 j，且样本中的每个元素都是连续型变量的观测值。令 dij 表
示两者间的差异性（距离），那么可采用以下几种“距离”对观
测样本之间的相似性进行度量：

Ç 明考夫斯基距离（JBMFQrbFB /Bbi�M+2）

dij =

(
p∑

k=1

|xik − xjk|q
)1/q

明考夫斯基距离简称明氏距离，根据 q 的不同取值可以分成：绝对距离
（q = 1，�#bQHmi2 /Bbi�M+2）、欧式距离（q = 2，1m+HB/2�M /Bbi�M+2）和
切比雪夫距离（q = ∞，*?2#vb?2p /Bbi�M+2）。欧氏距离是常用的距离，
但是有一些缺陷。一是它没有考虑到总体的变异对“距离”远近的影响，
显然一个变异程度大的总体可能与更多样本近些，即使它们的欧氏距离
不一定最近；另外，欧氏距离受变量的量纲影响较大。
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基于划分的聚类

Ç 马氏距离（J�?�H�MQ#Bb /Bbi�M+2）

dij =
[
(ti − tj)

⊤Σ−1(ti − tj)
]1/2

其中，Σ 为样本 s 对应的协方差矩阵。马氏距离又称为广义欧氏距离，
它与上述几种距离的主要不同在于它考虑了观测变量之间的相关性。如
果各变量之间相互独立，即观测变量的协方差矩阵是对角矩阵，则马氏
距离就退化为用各个观测指标的标准差的倒数作为权数的加权欧氏距离。
马氏距离考虑了观测变量之间的变异性，且不再受各指标量纲的影响。
将原始数据作线性变换后，马氏距离不变。
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基于划分的聚类

Ç 余弦距离（*QbBM2 /Bbi�M+2）

dij =
( p∑

k=1

xikxjk
)/( p∑

k=1

x2ik

p∑

k=1

x2jk

)1/2

余弦距离是用向量空间中两个向量夹角的余弦值来衡量两个个体间的差
异。向量是多维空间中有方向的线段，如果两个向量的方向趋于一致，
则夹角接近 y。该距离实际上是向量 ti 和 tj 的夹角的余弦值，即关注
的是个体方向上的差异，对绝对数值不敏感，所以可以解决例如不同个
体间存在的度量标准不统一的问题。
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基于划分的聚类

有序型变量（Q`/BM�H p�`B�#H2b）
有序型变量变量往往具有次序前后或等级高低之分，例如课程的
成绩（�-"-*-.-6），服务的满意度（非常不满意，较为不满意，
一般，较为满意，非常满意）等。假如一个有序变量有 M 个等
级，则通常将其赋值为 1, . . . ,M 的连续整数，并进行如下转换

x∗ik =
(xik − 1/2)

M



基于划分的聚类

类别型变量（+�i2;Q`B+�H p�`B�#H2b）
类别型变量的每个取值表示一个类别，并且类别之间无次序先后
之分，例如地图的颜色可能有五种：红色、黄色、绿色、粉红色
和蓝色，每种颜色仅仅代表一个类别。此类变量包含的不同类别
可以用字母、符号或者一组整数表示，这些整数只是用于数据处
理，并不代表任何特定的顺序。对于样本 ti 和 tj，它们之间的
相似性可以用简单匹配方法来计算，即

dij = p−m

其中，m 是匹配的数目，即 ti 和 tj 取值相同类别的数目。
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基于划分的聚类

E@K2�Mb 聚类
Ç E@K2�Mb 聚类是迭代下降聚类算法中最著名的算法之一，
它适用于所有变量均为数值型变量的数据集，并且采用欧氏
距离的平方作为样本间的距离

Ç E@K2�Mb 聚类的基本想法是，一个好的聚类结果应该表现
为组内的样本间差异尽量小，而不同组之间的样本差异尽量
大，这两类差异分别用组内距离和组间距离来刻画，由于组
内距离与组间距离之和为总距离，因此最小化组内距离等价
于最大化组间距离，下面将给出组内距离的定义。
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基于划分的聚类

组内距离（rBi?BM@+Hmbi2` bmK Q7 b[m�`2bc q*aa）
Ç 给定一组含有 p 个变量的样本量为 n 的样本矩阵 s，事先
设定类别个数 K，使得每个样本仅属于其中一类，第 k 个
类别含有的样本子集定义为 Ck ⊆ {1, . . . , n}，且
∪K
k=1Ck = {1, . . . , n}，令 C = {C1, . . . , CK} 则组内距离定
义为：

q*aa(C) =
K∑

k=1

1

nk

∑

i,j∈Ck

p∑

l=1

d2ij,l (12.1)

Ç 其中，nk 是第 k 类中的样本个数，dij,l 是样本 ti 和 tj 在
变量 l 上的欧式距离。直接最小化目标 URkXRV 是极为困难
的，因为一共有 Kn 种聚类方式，直接利用穷举法费时费
力，因此接下来介绍 E@K2�Mb 聚类一种经典的算法
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基于划分的聚类

Ç 式子 URkXRV 可以重写为

q*aa(C) =
K∑

k=1

∑

i∈Ck

||ti − tk||22 (12.2)

Ç 其中，tk = (xk,1, . . . , xk,p)⊤，且 xk,l 表示第 k 类中的样本
在第 l 个变量上的均值，最小化式子 URkXkV 意味着将 n 个
样本分配到 K 个类中使得每个类的点到该类中心的平均距
离最小。基于式子 URkXkV，一个经典的迭代下降算法可以通
过求解下面的增广优化问题：

KBM
C,{µk}Kk=1

K∑

k=1

∑

i∈Ck

||ti − µk||22 (12.3)



基于划分的聚类
Ç 最小化 URkXjV 可以通过交替优化 C 和 {µk}Kk=1 得到。在给
定聚类结构 C 时，最优的中心 µk 恰好为第 k 类所有样本
的均值。

Ç 在给定聚类结构 C 时，最优的中心 µk 恰好为第 k 类所有
样本的均值。

Ç 在给定每个类别的中心时，，最优的聚类结构为将每个点归
到离其最近的中心所代表的的类上。

图 Rk@k E@K2�Mb 聚类算法
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基于划分的聚类

例 Rk@k 给定如下 8 个样本构成的矩阵

s =

⎡

⎣
0 2 3 4 5
1 1 2 4 3
2 0 1 3 5

⎤

⎦
⊤

试着 E@K2�Mb 聚类算法将该样本划分为 k 类。

解：按照算法 RkXR，聚类过程如下所示：
URV 初始分配为 k 类，其中 C(0)

1 = {1, 2}，C(0)
2 = {3, 4, 5}c

UkV 计算 C(0)
1 的样本中心为 µ(0)

1 = (1, 1, 1)⊤，C(0)
2 的样本中心

为 µ(0)
2 = (4, 3, 3)⊤c



基于划分的聚类

解：

UjV 计算 8 个样本点分别到两中心的距离：
Ç 对 t1 = (0, 1, 2)⊤，d(t1,µ

(0)
1 ) = 2，d(t1,µ

(0)
2 ) = 21，将 t1

分到类 C(0)
1 c

Ç 对 t2 = (2, 1, 0)⊤，d(t2,µ
(0)
1 ) = 2，d(t2,µ

(0)
2 ) = 17，将 t2

分到类 C(0)
1 c

Ç 对 t3 = (3, 2, 1)⊤，d(t3,µ
(0)
1 ) = 5，d(t3,µ

(0)
2 ) = 6，将 t3

分到类 C(0)
1 c

Ç 对 t1 = (4, 4, 3)⊤，d(t4,µ
(0)
1 ) = 22，d(t4,µ

(0)
2 ) = 1，将 t4

分到类 C(0)
2 c

Ç 对 t1 = (5, 3, 5)⊤，d(t5,µ
(0)
1 ) = 36，d(t5,µ

(0)
2 ) = 5，将 t5

分到类 C(0)
2 c



基于划分的聚类

解：

U9V 得到新的类 C(1)
1 = {1, 2, 3}，C(1)

2 = {4, 5}，计算新的类别
中心：

µ(1)
1 = (5/3, 4/3, 1)⊤, µ(1)

2 = (4.5, 3.5, 4)⊤

U8V 重复步骤 UjV 和 U9V。将 t1,t2,t3 划分到类 C(1)
1 ，将 t4,t5

划分到类 C(1)
2 ，从而得到新的类 C(2)

1 = {1, 2, 3}，
C(2)
2 = {4, 5}。

UeV 由于新的分类和上一步的类别一致，因此停止更新，最终聚
类结果为：

C∗
1 = {1, 2, 3}, C∗

2 = {4, 5}



Example

Data Step 1 Iteration 1, Step 2a

Iteration 1, Step 2b Iteration 2, Step 2a Final Results
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基于划分的聚类

U�V 原始数据 U#V 初始划分 U+V 迭代 R

U/V 迭代 k U2V 迭代 j U7V 迭代 9

图 Rk@j 例 Rk@R 的聚类过程示意图



基于划分的聚类

E@K2�Mb 聚类的优缺点
E@K2�Mb 聚类由于其原理简单直观，运行速度较快，因此被广泛
应用于实际分析，尤其是大规模数据集的挖掘中，但是缺点也很
明显。

Ç 首先，必须事先给定一个类数 K，不合适的 K 值往往造成
较差的聚类结果；

Ç 其次，E@K2�Mb 算法找到的解不是全局最优解，而是局部最
优解，因此聚类结果对初识聚类中心的设定较为敏感；

Ç 第三，E@K2�Mb 算法采用的是欧式距离作为样本之间的“距
离”度量，因此容易受到离群点的影响。
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Example: di↵erent starting values

320.9 235.8 235.8

235.8 235.8 310.9
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基于划分的聚类

E@K2/QB/b 聚类 oa E@K2�Mb 聚类
Ç 一方面，E@K2/QB/b 聚类可以使用任意定义的“距离”（不
再局限于欧式距离），因此对于分类型变量，可以采用相对
应的距离指标进行聚类；

Ç E@K2�Mb 聚类的中心点选取是基于类别中所有样本的均值，
而 E@K2/QB/b 聚类将每一类中心点的选取限制在该类中已
经存在的任意一点，因此极大地削弱了离群点的影响。
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基于划分的聚类
E@K2/QB/b 聚类

Ç 给定当前的类别划分 C，，寻找的中心点需要最小化如下的
目标函数：

i∗k = KBM
i∈Ck

∑

j∈Ck

dij (12.4)

Ç 其中，dij 表示任意距离度量下的样本 i 和样本 j 的距离，
由 URkX9V 可以看出，通过遍历第 k 类中所有的点才能找到
第 k 类的中心点。相比于直接计算第 k 类的样本均值，这
种确定中心的方法计算较为复杂，时间复杂度从 O(nk) 提
升到 O(n2

k)。
Ç 在给定当前的中心之后，新的聚类分割则是通过最小化如下
的目标函数：

C(i) = KBM
1≤k≤K

dii∗k (12.5)

Ç 其中，C(i) 表示样本 i 所属的类别。
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基于划分的聚类

图 Rk@8 E@K2/QB/b 聚类算法



基于划分的聚类

E@KQ/2b 聚类
Ç 考虑到现实中存在的许多类别型变量，学者们将距离度量设
置为简单匹配距离度量，类别中心定义为众数，从而提出
E@KQ/2b 聚类

Ç E@KQ/2b 聚类的目标函数与 URkXjV 类似，只是距离度量从
欧式距离调整为简单匹配的距离度量。可以证明，通过给定
的中心，将各个点归结到离其最近的中心所代表的的类上使
得目标函数最小；通过给定的类别划分，每个类别的中心选
为该类别各个变量属性的众数时目标函数最小。
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基于划分的聚类

图 Rk@e E@KQ/2b 聚类算法



Choosing K
• Choosing K is a nagging problem in cluster analysis.
• Sometimes, the problem determines K. For example,
clustering customers for K group in a business.

• Usually, we seek the natural clustering, but what does this
mean?

• Plot the objective function VS K. Elbow finding.



基于层次的聚类

层次聚类
层次聚类，是将数据按照节点间的邻近程度进行分层排列，形成
树状图的层次结构，其中的叶节点则表示各个数据样本

Ç 前文介绍了基于划分聚类的三种算法（E@K2�Mb- E@K2/QB/b
和 E@KQ/2b），这些算法的聚类结果取决于事先设定的类别
个数 K 和初识的类别划分。

Ç 与此相反，层次聚类无需这些初识设置，只需要用户基于两
类中观测样本的成对距离来设定两类之间的距离度量方式，
从而产生分层的聚类结果。

Ç 层次聚类又可细分为聚合型（�;;HQK2`�iBp2）层次聚类和分
裂型（/BpBbBp2）层次聚类两种方式。这里仅对聚合型层次聚
类进行介绍。
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基于层次的聚类

聚合型层次聚类

Ç 聚合型层次聚类采用的是一种自下而上的策略，开始时每个
观测样本各自作为一类，随着层次的提升，在每个层次递归
地将最近的两类合并为新的一类，这样每上升一个层次就会
形成一个新的类，同时类别的总数减少一个，最终到顶层时
所有样本聚为一类。

Ç 事实上，层次结构中的每个层都表示将数据分为不相交类别
的一种分割方式，整个层次结构表示这种分组的有序序列，
用户可以根据经验来决定哪个层次的聚类结果最有意义。



基于层次的聚类

聚合型层次聚类

Ç 层次聚类的层次结构可以通过二叉树来直观地展示，其中树
的节点代表类，根节点表示整个数据集。

Ç 最底层所反映的终端的 n 个节点表示 n 个观测样本（自身
为一类），每个非终端节点（“父”）具有两个子节点，这两
个子节点代表两个类，这个形式显示两个类（“子”节点）
聚成（合并）一个新的类（“父”节点）。

Ç 树形图（/2M/`Q;`�K）提供了对层次聚类具有高度可解释性
的图形描述，这在后面的例子中将会进一步说明。



基于层次的聚类

Ç 在层次聚类法中，每上升一个层次，原先层次中距离较近的
两个类会聚在一起，随着层次的提升，最终形成一个类。

Ç 由于这里需要度量类别之间的两两距离，所以需要将观测之
间相似度的概念扩展到观测组的相似度上。在这里，同样采
用“距离”来度量观测组的相似性，并且基于不同的“链
接”方式定义不同的“距离”准则。



基于层次的聚类
Ç 表 Rk@k 列出了 9 种常用的链接形式，分别是：单链接法
（bBM;H2HBMF�;2）、完全链接法（+QKTH2i2 HBMF�;2）、平均链接
法（�p2`�;2 HBMF�;2）以及中心链接法（+2Mi`QB/ HBMF�;2）。

图 Rk@d 9 种常用的链接方式



基于层次的聚类
聚合型层次聚类的工作流程

Ç 给定样本差异性的衡量指标和类别的链接方式，通过对类间
距离最小的 k 类逐一进行合并，直到最终聚为 R 类。

图 Rk@3 聚合型层次聚类算法



Hierarchical Clustering: the idea

Builds a hierarchy in a “bottom-up” fashion...

A B

C

D

E
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Hierarchical Clustering Algorithm

The approach in words:
• Start with each point in its own cluster.
• Identify the closest two clusters and merge them.
• Repeat.
• Ends when all points are in a single cluster.
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基于层次的聚类
例 Rk@j 在例 Rk@k 的设定下，样本间距离采用欧氏距离的平方，
类间链接方式选择单链接法，试用聚合型层次聚类算法对样本进
行聚类

解：基于例 Rk@k 的矩阵 s，计算样本间的距离矩阵 .

. =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

0 8 11 26 38
8 0 3 22 38
11 3 0 9 21
26 22 9 0 6
38 38 21 6 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

⊤

URV 基于 8 个样本构建 8 个初始类，其中 Ci = {i}, i = 1, . . . , 5，
由于此时每个类别仅含 R 个样本，因此类间距离等于样本间
距离；

UkV 根据矩阵 .，d23 = d32 = 3 最小，因此将 C2 和 C3 合并为
一个新类 C6 = {2, 3}c



基于划分的聚类

解：

UjV 分别计算 C6 和 C1, C4, C5 间的距离：
Ç 由于 d21 = 8, d31 = 11，因此 d61 = 8c
Ç 由于 d24 = 22, d34 = 9，因此 d64 = 9c
Ç 由于 d25 = 38, d35 = 21，因此 d65 = 21c
Ç 其余两类间的距离分别为：d14 = 26, d15 = 38, d45 = 6；

U9V 由于 d45 = 6 最小，因此将 C4, C5 合并为一个新类
C7 = {4, 5}�

U8V 分别计算 C6, C7 和 C1 间的距离：
Ç 由于 d24 = 22, d25 = 38, d34 = 9, d35 = 21，因此 d67 = 9c
Ç 由于 d21 = 8, d31 = 11，因此 d61 = 8c
Ç 由于 d41 = 26, d51 = 38，因此 d71 = 26c



基于划分的聚类
解：

UeV 由于 d61 = 8 最小，因此将 C6 和 C1 合并为一个新类
C8 = {1, 2, 3}c

UdV 将 C7 和 C8 合并为一个新类 C9 = {1, 2, 3, 4, 5}，至此所有
样本归为 R 类，聚类终止。

图 Rk@N 例 Rk@j 的聚合型层次聚类树状图



Hierachical Clustering



Choice of Dissimilarity Measure

• So far have used Euclidean distance.
• An alternative is correlation-based distance which considers
two observations to be similar if their features are highly
correlated.

• This is an unusual use of correlation, which is normally
computed between variables; here it is computed between
the observation profiles for each pair of observations.
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Scaling of the variables matters
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基于层次的聚类

基于层次聚类和基于划分聚类的异同

Ç 两者本质上都是以距离的远近亲疏作为标准进行聚类的；
Ç 基于划分的聚类法只能产生指定类数的聚类结果，具体类数
的确定依赖于经验的积累，而层次聚类法可直接产生一系列
的聚类结果；

Ç 层次聚类法不具有很好的可延展性，由于它在合并类时需要
检查和估算大量的对象或类，因此当样本量 n 很大时不是
很适用；而基于划分的聚类算法中，E@K2�Mb 和 E@KQ/2b
则是具有较高的可延展性，因为它们的复杂度近乎线性；
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基于模型的聚类

基于模型的聚类

Ç 基于划分的聚类和基于层次的聚类都是以距离度量作为基
础。

Ç 本节介绍的基于模型的聚类则是以事先定义的数学模型作为
聚类的基础。该聚类假设数据是通过已定义的模型来生成，
借助优化手段使得给定的数据尽量拟合已定义的模型，从而
得到模型的相应参数，既而确定各个类别的特点。

Ç 目前基于模型的聚类主要有两类方法，一类是基于概率统计
的模型聚类，另一类则是基于神经网络的模型聚类。本节主
要介绍基于概率统计的模型聚类
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基于模型的聚类

基于概率统计的模型聚类

基于概率统计的模型聚类一般假设总体服从一个有限混合模型
（}MBi2 KBtim`2 KQ/2H），该有限混合模型（总体分布）由各个混
合成分（子分布）混合而成，每个混合成分代表其中一个类别的
样本分布特征，通过概率的相关理论从而推出每个混合成分的特
征（例如均值和方差等），并且将每个观测样本归属于后验概率
最大的混合成分对应的类别。
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基于模型的聚类
有限混合模型

Ç 给定一个含有 n 个样本 {t1, . . . ,tn} ∈ Rp 的数据集，目的
是将这些样本聚为 K 类。假设这些观测样本是随机向量
t ∈ Rp 的独立实现值，并且假设样本的类别标签
{z1, . . . , zn} ∈ R 是随机变量 z ∈ {1, . . . ,K} 的独立实现值，
那么我们可以用 {(ti, zi)}ni=1 来表示这个完整的数据集。这
里称该数据集为完整数据集，是因为同时考虑了观测到的样
本以及无法观测到的样本类别标签。

Ç 将 t 的概率密度函数用 g(t) 来表示，则有限混合模型如下：

g(t) =
K∑

k=1

πkfk(t) s.t.
K∑

k=1

πk = 1 (12.6)

Ç 其中，πk 表示总体分布中第 k 个子分布所占的比例，fk(t)
表示第 k 个子分布的条件概率密度函数。



基于模型的聚类

有限混合模型

Ç 这里一般假设不同的子分布具有相同的分布形式，只是代表
分布特征的参数不同，因此 URkXeV 可以重新写成下式：

g(t) =
K∑

k=1

πkf(t;θk) (12.7)

Ç 其中，θk 代表第 k 个子分布的参数向量。对于这样一个数
据集 t = {x1, . . . , xn}，可以写成这个混合模型的对数似然
函数：

ℓ(θ;t) =
n∑

i=1

HQ;
( K∑

k=1

πkf(ti;θk)
)

(12.8)
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基于模型的聚类

有限混合模型

Ç 由于样本的类别标签未知，这里引入完整的对数似然函数：

ℓc(θ;t, x) =
n∑

i=1

K∑

k=1

zik HQ;
(
πkf(ti;θk)

)
(12.9)

Ç 其中，如果第 i 个样本属于第 k 类则 zik = 1，反之则为 y。



基于模型的聚类
1J 算法

Ç 1J 算法是目前解决有限混合模型最常用的方法之一，它通
过不断迭代来最大化完整对数似然的条件期望来得到最终的
结果，完整对数似然的条件期望定义如下：

1[ℓc(θ;t, x)|θ∗] =
K∑

k=1

n∑

i=1

tik HQ;
(
πkf(ti;θk)

)
(12.10)

Ç 其中，tik = 1[z = k|ti,θ∗]，θ∗ 是给定的混合参数集合。
Ç 通过给定一个初始解 θ(0)，1J 算法交替执行 1 步和 J 步。

URV 1 步：对完整的对数似然函数求条件期望，即在现有的参数
集合 θ(q) 下求得 1[ℓc(θ;t, x)|θ(q)]

UkV J 步：最大化 1[ℓc(θ;t, x)|θ(q)]，即

θ(q+1) = K�t
θ

1[ℓc(θ;t, x)|θ(q)] (12.11)

Kuangnan Fang




基于模型的聚类

1J 算法
Ç 通过给定一个初始解 θ(0)，1J 算法交替执行 1 步和 J 步。

URV 1 步：对完整的对数似然函数求条件期望，即在现有的参数
集合 θ(q) 下求得 1[ℓc(θ;t, x)|θ(q)]

UkV J 步：最大化 1[ℓc(θ;t, x)|θ(q)]，即

θ(q+1) = K�t
θ

1[ℓc(θ;t, x)|θ(q)] (12.11)

Ç 以上两个步骤交替进行，直到停止条件得到满足，一般我们
采用的停止条件为：|ℓ(θ(q+1);t)− ℓ(θ(q);t)| < ϵ，这里 ϵ 是
一个很小的事先给定的正数。

Ç 1J 算法的一个优良性质是，该算法可以保证似然函数在每
次迭代过程都得到提升，因此可以证明该算法可以收敛到局
部最优解。
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基于模型的聚类
高斯混合模型

Ç 有限混合模型中的混合成分可选择多种概率分布形式，例如
高斯分布、偏正态分布、非对称拉普拉斯分布、t 分布等。

Ç 在这些分布当中，高斯分布由于理论上和计算上的优势，从
而成为最广泛使用的分布形式。在高斯分布的模型假设下，
每个混合成分的概率密度函数 f(t;θk) 一般设定为一个多
维高斯密度函数 φ(t;θk)，该密度函数的特征参数为均值
µk 和协方差矩阵 Σk。

Ç 因此 t 的概率密度函数可以写成：

g(t;θ) =
K∑

k=1

πkφ(t;θk) (12.12)

φ(t;θk) =
1

(2π)p/2|Σk|1/2
2tT

{
− 1

2
(t−µk)

⊤Σ−1
k (t−µk)

}

(12.13)
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基于模型的聚类
高斯混合模型
基于高斯假设下的该模型称为高斯混合模型 U:JJV，基于这个
模型假设，上一节介绍的 1J 算法有如下的具体形式：
URV 1 步：给定当前的参数集合 θ(q−1)，计算完整对数似然函数
的期望。实际上，这个过程退化为计算

t(q)ik = 1[zik|ti,θ
(q−1)] = S(zi = k|θ(q−1)) (12.14)

Ç 其中，S(zi = k|θ(q−1)) 表示给定参数集合 θ(q−1)，观测样本
ti 属于高斯混合分布中第 k 个成分的后验概率。

Ç 其中，S(zi = k|θ(q−1)) 表示给定参数集合 θ(q−1)，观测样本
ti 属于高斯混合分布中第 k 个成分的后验概率。根据贝叶斯
定理，我们计算该后验概率 t(q)ik ，i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,K

t(q)ik =
π(q−1)
k φ(ti,θ

(q−1)
k )

∑K
l=1 π

(q−1)
l φ(ti,θ

(q−1)
l )

(12.15)
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基于模型的聚类

高斯混合模型

UkV J 步：最大化 1[ℓc(θ;t, x)|θ(q−1)]，将样本 ti 归为后验概率
最大的类，从而形成混合比例 πk，均值 µk 和协方差 Σk 的
一个更新，如下所示，对 k = 1, . . . ,K

n(q)
k =

n∑

i=1

z(q)ik π̂(q)
k =

n(q)
k

n

µ̂(q)
k =

1

n(q)
k

n∑

i=1

z(q)ik ti

Σ̂
(q)
k =

1

n(q)
k

n∑

i=1

z(q)ik (ti − µ̂(q)
k )(ti − µ̂(q)

k )⊤
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基于图论的聚类

谱聚类 UbT2+i`�H +Hmbi2`BM;V
Ç 通过前面的叙述，我们依次介绍了基于划分的聚类、基于层
次的聚类以及基于模型的聚类三种不同的聚类方法。其中，
基于划分的聚类和基于层次的聚类的基本思想是通过“距
离”来刻画类别的相似性，而基于模型的聚类则是用分布来
拟合数据，从而根据所属分布的后验概率和分布的中心，来
确定所属的类别和类别的位置特征。这三种聚类方法原则上
对凸形状的类具有较好的聚类效果，但是现实中存在许多非
凸形状的类别，此时应用以上三类方法往往得到较差结果。

Ç 现在我们将介绍谱聚类 UbT2+i`�H +Hmbi2`BM;V，该方法建立在
图论的基础之上，将数据样本间的关系以图形的方式呈现，
并对图形进行分割，从而得到适合样本空间中任意形状的子
图（即子类）。
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基于图论的聚类

图形表示

Ç 给定一个含有 n 个样本 {t1, . . . ,tn} ∈ Rp 的数据集，将其
以无向图进行表示，标记为 G = (V,E)。

Ç 顶点集合为 V = {v1, . . . , vn}，每个顶点代表一个样本。
Ç 边的集合为 E = {eij ; i, j = 1, . . . , n}，边 eij 表示顶点 i 和
顶点 j 相连，并赋予其权重 wij ≥ 0，进而构筑邻接矩阵
U�/D�+2M+v K�i`BtVq = {wij}i,j=1,...,n，其中 wij = 0 意味
着顶点 i 和 j 不相连，基于无向图的需要，这里规定
wij = wji。
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基于图论的聚类

拉普拉斯矩阵的性质

Ç 对于节点 vi ∈ V, i = 1, . . . , n，定义它的度 U/2;`22V 为：
di =

∑n
j=1wij，从而得到度矩阵 U/2;`22 K�i`BtV

. = /B�;(d1, . . . , dn)。
Ç 定义如下的拉普拉斯矩阵 UG�TH�+B�M K�i`BtV：G = .−q。
Ç 性质 Rk@RUG 的基本性质V

URV 对于任意的向量 f ∈ Rn，可以证明

f⊤Gf =
1

2

n∑

i,j=1

wij(fi − fj)
2

UkV G 是对称的半正定矩阵。
UjV G 的最小特征值为 y，且其对应的特征向量为 Rn。
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基于图论的聚类

证明：
URV 根据 di 的定义，我们有

f⊤Gf = f⊤.f − f⊤qf =
n∑

i=1

dif
2
i −

n∑

i,j=1

fifjwij

=
1

2

( n∑

i=1

dif
2
i − 2

n∑

i,j=1

fifjwij +
n∑

j=1

djf
2
j

)

=
1

2

n∑

i,j=1

wij(fi − fj)
2

UkV G 的对称性是根据 . 和 q 的对称性得到，至于 G 的半正
定性则由于 URV 中的式子非负。UjV 和 U9V 可由 URV 和 UkV 的
结果直接得到。



基于图论的聚类

标准化拉普拉斯矩阵

Ç 在谱聚类中，一般需要对拉普拉斯矩阵 G 进行标准化处理，
得到标准化的拉普拉斯矩阵。

Ç 根据标准化的方式可以分为：随机游走标准化拉普拉斯矩阵
U`�M/QK r�HF MQ`K�HBx2/ ;`�T? G�TH�+B�M K�i`BtV G`r 和
对称标准化拉普拉斯矩阵 UbvKK2i`B+ MQ`K�HBx2/ ;`�T?
G�TH�+B�M K�i`BtV GbvK

G`r = .−1G = A − .−1q

GbvK = .−1/2G.−1/2 = A − .−1/2q.−1/2
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基于图论的聚类

谱聚类的直观原理

Ç 当数据样本呈现的无向图具有 K 个子图，并且每个子图内
部的顶点互相连接，即 wij > 0，而任意两个不同子图中的
顶点互不相连，即 wij = 0，此时时拉普拉斯矩阵经过排列
之后，必然是一个块对角矩阵。

Ç 其中，第 k 个块对角矩阵对应第 k 个子图：Gk = (Vk, Ek)，
从而有 R 个 y 特征值，且其对应的特征向量为 Rnk，nk 为
第 k 个子图含有的顶点个数。因此原拉普拉斯矩阵有 K 个
个 y 特征值，且其对应的特征向量为各个子图的示性向量。



基于图论的聚类

邻接矩阵的 9 种构建方法
Ç 全连接图 U7mHHv@+QMM2+i2/ ;`�T?V
在全连接图中，所有的顶点互相连接，并且每条边都赋予一
个正的权重，例如使用高斯核函数：

wij = 2tT
(−||ti − tj ||22

σ2

)

其中，σ > 0 是一个给定的参数。
Ç k 最近邻图 Uk@M2�`2bi M2B;?#Q` ;`�T?V
在 k 最近邻图中，当顶点 vi 属于 vj 的 k 最近邻或顶点 vj
属于 vi 的 k 最近邻时，顶点 vi 与 vj 相连，即 wij = 1。
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基于图论的聚类

邻接矩阵的 9 种构建方法
Ç 互为 k 最近邻图 UKmim�H k@M2�`2bi M2B;?#Q` ;`�T?V
在互为 k 最近邻图中，当顶点 vi 属于 vj 的 k 最近邻且顶点
vj 属于 vi 的 k 最近邻时，顶点 vi 与 vj 相连，即 wij = 1。

Ç ϵ 邻域图 Uϵ@M2B;?#Q` ;`�T?V
在 ϵ 邻域图中，当顶点 vi 与 vj 之间的距离小于 ϵ 时，顶点
vi 与 vj 相连，即 wij = 1
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基于图论的聚类
谱聚类算法

Ç 经典的谱聚类算法包括三种：非标准化谱聚类 U算法 RkX8V、
基于随机游走标准化拉普拉斯矩阵的谱聚类算法 Ua?B �M/
J�HBF- kyyyV 和基于对称标准化拉普拉斯矩的谱聚类算法
UL;- CQ`/�M �M/ q2Bbb- kyykV

图 Rk@Ry 非标准化谱聚类算法



基于图论的聚类

谱聚类的工作原理

Ç 通过观察谱聚类的算法，其基本流程需要先对拉普拉斯矩阵
进行特征分解，得到特征向量，进而构造新的数据矩阵，从
而将原样本空间映射到新的空间，并应用 E@K2�Mb 聚类算
法进行聚类。那么为何这样的方式可以准确地将不同类别的
样本进行划分？这里参考 Gmt#m`;UkyydV 进而探究谱聚类背
后的数学原理。

Ç 对于邻接矩阵 q，令 A 表示 A 的补集，且定义

W (A,B) :=
∑

i∈A,j∈B
wij

Ç 给定聚类个数 K，那么对于这个无向图，我们需要找到一
个合理的分割，使得某种损失最小
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基于图论的聚类

谱聚类的工作原理

Ç 两种最常用的分割损失分别是 _�iBQ*mi 和 L+mi，定义如
下：

*mi(A1, . . . , AK) :=
1

2

K∑

k=1

W (Ak, Ak)

_�iBQ*mi(A1, . . . , AK) :=
1

2

K∑

k=1

W (Ak, Ak)

|Ak|
=

K∑

k=1

*mi(Ak, Ak)

|Ak|

L+mi(A1, . . . , AK) :=
1

2

K∑

k=1

W (Ak, Ak)

pQH(Ak)
=

K∑

k=1

*mi(Ak, Ak)

pQH(Ak)

Ç 其中，|Ak| 表示集合 Ak 中的顶点个数，
pQH(Ak) =

∑
i∈Ak

di。
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基于图论的聚类

谱聚类的工作原理
接下来将以 _�iBQ*mi 作为损失函数，分别推导聚类个数在
K = 2 和 K > 2 的情况下，对该损失函数如何优化求解。
URV _�iBQ*mi 的二分类近似

Ç 此时目标函数如下所示：

KBM
A⊂V

_�iBQ*mi(A,A) (12.16)

Ç 对于集合 A ⊂ V，定义向量 f = (f1, . . . , fn)⊤ ∈ Rn，其中第
i 个元素定义为

fi =

⎧
⎨

⎩

√
|A|/|A|, vi ∈ A

−
√

|A|/|A|, vi ∈ A
(12.17)



基于图论的聚类
谱聚类的工作原理

Ç 结合前面定义的非标准化拉普拉斯矩阵，可得：

f⊤Gf =
1
2

n∑

i,j=1

wij(fi − fj)
2

=
1
2

∑

i∈A,j∈A

wij

(√
|A|
|A| +

√
|A|
|A|

)2

+
1
2

∑

i∈A,j∈A

wij

(
−

√
|A|
|A| −

√
|A|
|A|

)2

= *mi(A,A)

(
|A|
|A| +

|A|
|A|

+ 2

)

= *mi(A,A)

(
|A|+ |A|

|A| +
|A|+ |A|

|A|

)

= |V |_�iBQ*mi(A,A)



基于图论的聚类

谱聚类的工作原理

Ç 除此之外，我们可以得到如下关系：
n∑

i=1

fi =
∑

i∈A

√
|A|/|A|−

∑

i∈A

√
|A|/|A|

= |A|
√
|A|/|A|− |A|

√
|A|/|A| = 0

Ç 所以按照向量 f 的定义，它与向量 Rn 正交，另外可以观察
到

||f ||22 =
n∑

i=1

f2
i = |A| |A|

|A| + |A| |A|
|A|

= n



基于图论的聚类

谱聚类的工作原理

Ç 因此目标函数 URkXeV 等价于

KBM
A⊂U

f⊤Gf s.t. f ⊥ R, fi定义如 URkXdV, ||f ||2 =
√
n

(12.18)

Ç 由于目标函数 URkXR3V 是个 LS 困难问题，因此我们通常对
上面离散的约束进行放松，最后得到下面的目标函数

KBM
A⊂U

f⊤Gf s.t. f ⊥ R, ||f ||2 =
√
n (12.19)

Ç 根据 _�vH2B;?@_Bix 定理，目标函数 URkXRNV 的解为 G 第二
小特征值对应的特征向量 U因为最小特征值为 y，对应的特
征向量为 Rn，不具有区分度。V



基于图论的聚类
谱聚类的工作原理

UkV _�iBQ*mi 的多分类近似
Ç 类似前文的二分类近似，假如要将顶点集合 V 划分为 K 个
子集 A1, . . . , AK，我们首先定义 K 个示性向量
hk = (h1,k, . . . , hn,k)⊤，其中

hi,k =

{
1/
√
|Ak|, vi ∈ Ak

0, vi /∈ A
(i = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,K)

(12.20)
Ç 基于此，我们可以构造一个 n×K 的矩阵 >，，该矩阵的第

k 列对应示性向量 hk。可以发现矩阵 > 中的列互相正交，
即 >⊤> = A。类似上一小节的推导，我们可以得到以下两个
等式

?⊤
k Ghk =

*mi(Ak, Ak)

|Ak|
, ?⊤

k G?k = (>⊤G>)kk



基于图论的聚类

谱聚类的工作原理

Ç 因此可以得到

_�iBQ*mi(A1, . . . , AK) =
K∑

k=1

?⊤
k G?k =

K∑

k=1

(>⊤G>)kk

= h`(>⊤G>)

Ç 其中，h`()̇ 表示矩阵的迹运算。综上所述，最小化
_�iBQ*mi(A1, . . . , AK) 问题等价于如下问题

KBM
A1,...,AK

h`(>⊤G>) s.t. >⊤> = A, > 定义为 URkXkyV
(12.21)



基于图论的聚类

谱聚类的工作原理

Ç 类似上一小节的条件放宽，最终的目标函数如下：

KBM
>∈Rn×K

h`(>⊤G>) s.t. >⊤> = A (12.22)

Ç 目标函数 URkXkkV 是一个标准的迹最小化问题，同根据
_�vH2B;?@_Bix 定理，该问题的解是矩阵 G 的前 K 个特征
值对应的特征向量，其中第 k 个特征向量填充矩阵 > 的第
k 列。



Convex Clustering; CC

• K-means clustering and Hierarchical clustering are two widely
used clustering methods.

• Due to the instability of these two methods, Lindsten et al.
(2011) and Hocking et al. (2011) used a convex penalty, such
as L1 norm, to replace the hidden L0 norm in these two
methods.

• Because of the convex relaxation for these two methods, we
call such new clustering method, convex clustering.



Convex Clustering; CC

• Chi and Lange (2015) consider the following objective
function for convex clustering.

argmin
A

1

2
||X�A||22 + �

X

i<j

wi,j ||Ai· �Aj·||q

• where A is the approximated matrix which consists of
constant structures. Ai· denotes the ith row of A and || · ||q
is the Lq norm of a vector. wi,j is the non-negative weight
between the ith row and the jth row.



Sparse Convex Clustering; SCC

• Wang et al. (2018) add a group sparsity-induced penalty to
take variable selection and get clustering results
simultaneously so that we can deal with high-dimensional
data.

argmin
A

1

2

pX

j=1

||xj�aj ||22+�1

X

i<j

wi,j ||Ai·�Aj·||2+�2

pX

j=1

uj ||aj ||2

• where uj is the non-negative weight on aj and �2 is a tuning
parameter to take variable selection.

• We can get important variables by shrinking the unimportant
variables by the second penalty.



SCC with Simulated Data

Figure 7: SCC with Simulated Data



Convex Biclustering; CBC

• The convex clustering can be extended to convex biclustering
by adding the similar penalty on the pair-wise columns of the
matrix.

• Di↵erent from SSVD, we want to penalize the di↵erence value
between di↵erent row vectors and the di↵erence value
between di↵erent column vectors simultaneously.

• Because we consider the simultaneous penalty on the rows
and columns di↵erence, we can finally get K ⇥R constant
submatrix.



Convex Biclustering; CBC

• The detail objective function is as follows

F�(U) =
1

2
||X � U ||2F + �[⌦W (U) + ⌦W (U>)]

• Where ⌦W (U) =
P

ij wij ||U.i � U.j ||2, wij denotes the
weights and U.i(Ui.) denotes the ith column(row).

• If we delete one penalty from above two penalties, we may get
a Convex Clustering problem.

• Authors propose to use Sparse Gaussian Kernel Weights as
weights and use DLPA algorithm to turn the Convex
Biclustering into Convex Clustering. Then we can use ADMM
or AMA algorithm to get the final clusters.

• Note that, we can get some submatrixes of constant values.



CBC with Lung Cancer Data

Figure 8: CBC with Lung Cancer Data


